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1CC ﬁp ﬂ

rxerc

Dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (o,'i','j,f{) . On considére les points :

A(0,1,4) et B(2,1,2) , C(2,5,0) et Q(3,4,4).

1.
a. Montrerque:XEAXE=4(2¥+]'+2K). ............................................................... (0,25)
2-0 2 2-0 2
Ona: AB| 1-1 [=AB| 0 | et AC| 5-1|=AC| 4
2-4 -2 0-4 —4
D’ou :
2 2
T 0 4l |2 2} 22 oo oo o
ABAAC=| 0 [A| 4 |= i- i+ k=81+4j+8k=4(21+j+2k),
) L) P2 42 4o 4

Conclusion : PN: PV o 4(2}+}+ ZE)
b. En déduire I’aire du triangle ABC et la distance d(B,(AC)) e e teeeteeeeeneneeeeeeeeeeaenenenaaans (0,5)
L’aire du triangle ABC est

S \pc = %HE/\RH =%H4(2¥+]’+ ) - ;\/22 +1 422 =2x\/9 =6 ( unité araire)

(o) TN ) Bl ’aire du triangle ABC est 6 (unité d’aire )

a. Vérifier que DO = %(ﬁ A IC) e e eeeeeseeeeeaeeateaeeateattaetateatententententtntententtntenstastntntne (0,25)

On a : D le milieu du segment [AC] donc D(Z;O,S;I,G;“) =D(1,3,2)

-1
DG=|4-3|=| 1 [=2i+]+ 2K =x(4(2i+]+ 2K)) =1 (AB A AC).
-2

= A W
N =N

Conclusion : [ Yor™ %(Xﬁ N X(—f)

En déduire que d(Q(ABC))=3 . ...oiiiiiiiiiiiiic (0,5)

On a: le vecteur AB A AC est normal au plan (ABC) de méme le vecteur DQ est normal au

I

plan (ABC) puisque d est le milieu de [AC] donc D est un point du plan (ABC) donc le point D
est la projection orthogonale de Q sur le plan (ABC)

D’ou : d(Q(ABC))=DQ. (1)
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-[pq]

- | (RBARD) = {[RBART|= x5 = 6-3
Conclusion : [i (Q (ABC)) =

3. Soit (S) la sphére d’équation xX* +y’ +z* —6x—8y—8z+32=0.

a. Déterminer le centre et le rayon de la sphére (S) e (0,5)

1% méthode :

Ona:
X +y' +2'—6x—8y—-8z+32=0 x"—6x+9-9+y’ -8y +16-16+2" -8z +16—16+32 = (
\_"_2—/ \_.vz_/
(x-3) (v-4)’ (=4)
& (x=3) +(y-4) +(z-4)"-9=0
& (x=3) +(y-4) +(z-4) =9=3
La derniére équation représente une équation cartésienne de la sphére de centre le point (3,4,4)

et pour rayon r =

Conclusion : [B} sphere a pour centre le point Q 3,4, 4 et pour rayon 3 |
2me méthode :

Centre: Ona: a=—6 etb=-8 et c=—8 et d =32 donc le centre de la sphére est :

-a -b —c 6 8 8
(27155 1ea9-0a0.49) .

\/az+b2+c2—4d \/36+64+64—128 \/__6

Rayon est: R= =3

Conclusion : |B sphere a pour centre le point Q 3,4, 4 et pour rayon 3 |

Montrer que le plan (ABC) est tangent a la sphere(S) en un point que ’on déterminera. ..( 0,5)

I

Montrer que le plan (ABC) est tangent a la sphere(S) :

Ona: d(Q(ABC)) =3 et le rayon de la sphére est R=3 donc d(Q(ABC)) =R=3.

Conclusion : [ERIEII (ABC) est tangent a la sphére(S) d

en un point que I’on déterminera.

D’aprés réponse de la question 2 ) b- on a la relation (1) qui donne d(Q(ABC)) =DQ:etona
d(Q(ABC))=3=R.

(YN IBIY Elle plan (ABC) est tangent a la sphere(S) en D(1,3,2) le milieu du segment [AC]

4. Soient (Ql) et (Qz) les deux plans paralléles a (ABC) tels que chacun d’eux coupe (S) suivant un
cercle de rayon /5 .

Déterminer une équation cartésienne pour chacun des deux plans (Ql) et (Qz) . eeeeernteneteniennne (0,5)

L2 -
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Puisque : (Ql) et (QZ) les deux plans paralléles a (ABC) donc le vecteur AB A AC = 4(2i+:|:+ ZE)

(ou encore le vecteur 2i+ j+ 2K est normal au plan (ABC) de méme pour les plans (Q,) et (Q,).
D’ou les deux plans ont une équation de la forme 2x+y + 2z + a.=0, on détermine les valeurs de O .
D’autre part : on note le rayon du cercle (C) par R = J5 etle rayon de la sphére par R, =R =3
ona (Q,)N(8)=(C)

(Ql) coupe (S) (de méme (Qz) coupe (S) ) suivant un cercle de rayon R_ =R’ -d’

(1) R.=+/5 .d estla distance de Q de chaque plan (Q,) et (Q,) donc

(1)=>d=RS-R =3 -5 =2.

. 2%+ +22,+0|  [2x3+1x4+2x4+0f
Donc: d=d(Q,Q,)=d(Q,Q,)= “\/22:12+;’2 = 3 =2 (2)

Doi: (2) =[18+a|=6
=>18+a=6oul8+a=—6
=>oa=-12oua=-24
(01 WD) Méquation cartésienne pour chacun des deux plans (Ql) et (Qz) sont :

2Xx+y+2z-24=0

2x+y+2z-12=0

Dans le plan complexe (P) rapporté a un repére orthonormé direct (O,u, V) , On considére les points A et B,

C et D d’affixes respectives @ et a et b telles que a=+/2+iv2 , b=1+2+i,c=b et d=2i .

Ona:a=+2+iV2
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2.
":d:. Vérifier que D= =C . oottt ere s eee e e e (0,25)
Ona:b-—d=1+~/2+i-2i
=1+ \/— 2-i
=1+ f+1
=b=
Conclusion :
b. Montrer que : («/E + 1)(b —a)=b—d en déduire que les points A , B et D sont alignés . ........... (0,5)

° Montrer que: (V2 +1)(b—a)=b—d-

ona:(V2+1)(b-a)=(v2+1)(14+/2 +i-(V2+i12))
J2+ (1+ﬁ+1— —iﬁ)
Ji+

)
)
)(1+1(1-2))
#1)+
)+

+1)+

( 2+1)(l—l\/_)
V2 + W 21+1—\5\

=J2+1-i ; (ou encore \/E+1—i=\/5+1+i—2i=b—dJ
\ ) o~

1
1
1

(2
(2
(V2
(2

=b =d

=b=c=b-d
Conclusion : (\/E+ 1)(b—a) =b-d |
e En déduire que les points A , B et D sont alignés .
Ona: (V2+1)(b-a)=b-d donc (\2+1)AB=DBE.
(o) L) lles points A , B et D sont alignés .|

1
Ona:(\/_+1)(b a)=b-— ddoncb

ﬁ+1

(@)UY iWlles points A , B et D sont alignés .|

3.

A, VErifier qUue :ac=2D . .ccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiir e e s e e e e n e ene (0,25)
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Ona: ac:(\/f+i\/5)(1+\/5+i)
= (V2+iv2)(1442-1)
=x/5+2—j;ﬁ+j;</{+2i+\/f

=22 +2+2i
=2(ﬁ+1+i)
=2b

Conclusion :

b. En déduire que Zarg(b) E§ [21:] e e eeeteeteatestesteetestensenentennettenttnttntntnetntieiensensensenens (0,5)

% Ona:a= 2(cm(£)+sin(£))=l:2,£] donc arg(a)sE [2n] .
4 4 4 4

< Ona:c=b donc arg(c)= arg(B) [2x]

s—arg(b) [21t]
< D’ou: arg(ac)=arg(a)+arg(c) [2n]

arg(2b) = % arg(n) [2n] : (car ac=2b et arg(a)=" [21:]]
are(2)+are(0) = -arg(0) [24]
0+arg(b) =" ~arg(v) [21]
2arg()=" [21]

Conclusion : 2arg(b)s§ [275] .

point M' d’affixe Z' .

a. Montrer que z'= %az e e eeeeaeeaeeneententeaeiateateateatenteaeeaeaeeneenteneaaeeaetatneentensnsensnnntensans (0,25)

o L’écriture complexe de la rotation R est de la forme : Z'—® = (Z - 0)) e .

(avec ® = 0 est I’affixe du point O centre de la rotation et @ = % est I’angle de la rotation R ) .

D’ou z'-0= (Z—O)eig (1)

ei; = coS (E) +isin (E)
z'= z(£+i£) 4 4
2

2 22
=—Fi—
2 2

b
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Z'=%(\/E+i\/5)

7'=—az

(60 (WL ] ’écriture complexe de la rotation R est z'= Eal .

b. En déduire que R(C)=B et R(A)=D . ..ccoooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiic e (0,5)
On pose que C' d’affixe ¢' est I'image de C par R

Donc : R(C)=C'<:>c'=%ac

<:>c'=lx2b
2

&ce'=b

< C'=B

D’ou : ¢'=b par suite C'=B.
(O LB 0) Hl’image du point C par la rotation R est B

On pose que A' d’affixe a'est ’image de A par R

Donc :R(A)=A'<:> a'=%aa

r 2

1 T 1 2 1
< a'=—x|2,— | | ou encore : —x \/E+i\/5 =—x4i=2i=d

2 L 4:'( 2 ( ) 2 )
<:>a'=lx 22,2x %

2 L 4
<:>a'=1x 4,£

2 [ 2

1 T .. T
< a'=—x4| cos—+ +isin—
2 2 2

S a'=2i
sSa'=d
SA'=D

D’ou : a'=d par suite A'=D.

(6 W) lI’image du point A par la rotation R est D

c. Montrer que: b-a_ (\/52_ l]a puis en déduire une mesure de I’angle (E, ﬁ) eerereeenen (0,5)
c—a
Ona:

e Onad’apres question3)a): 2b=ac (1) .

. R(A):D@d:%aa donc 2d=a’ (2).
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o D’aprés (1) et (2) on obtient : 2b—2d=ac—a’ =a(c—a) d’ou: (b- d) -a (3).
a
e Par suite : b—a= b_azd'aprés (3)
c—a (b—d)*
a
b-a
= X —
b-d 2

\/,+ % ; (car (\/E+1)(b—a)=b—d ; d'aprés question 2) b))
=@x3=[@},

Conclusion :
Ona.b a_(1+ﬁ+i)—()ﬁ+iﬁ)
c-a (1+ﬁ—i)—(ﬁ+i\/§)
=1+(1—\/E)i
1—(1+\5)i
=(1+(1—ﬁ)i)(1+(1+ﬁ)i)
(1—(1+x/5)i)(1+(1+\/5)i)
1+(1+J—)1+(1 ﬁ)l (1 ﬁ)(1+f)
1+(1+\/§)2
_1+2i-(1-2)
1+(3+2\/5)

242 _ﬁ(x/fﬂﬁ)
C22(V2+1) 243 (V241
(V2-1)a (\/E—l)a_ﬁ—la=(\/5—1}l

B 2

2(\5+1)=2(ﬁ+1)(ﬁ—1) 2(2-1) 2
Conclusion : b-a =(\/E_1Ja

1

c—a 2
- -1
e Montrer que : b a=[\/E Ja:
c—a 2
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D’aprés question2 ) a) on a (\/E+1)(b_a)=b_ddonc b—a= b-d (3)

V241
\ b—-a b-d 1
D’ . = : ' ¢
ou - ﬁ+1xc—a ; d'aprés (3)
(V2-1)(b-a) ;1
= x —

2
- (ac =2b question3)a) et a’ = {2,%} = [4,;} = 4iJ
i

Conclusion :

ik

e En déduire une mesure de I’angle (
]

Ona:(ﬁ)sarg( ) [

Conclusion : THTERITE RN CH T [ (R,E) est %

Exercict N

Une urne U, contient 6 boules portant les nombres 0 ;01 ;1 ;1 ;2 et une urne contient cinq boules portant

lesnombres1;1;12;2.
On suppose que les boules des deux urnes sont indiscernables au toucher :
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On considére ’expérience aléatoire suivante :
« On tire une boule de ’'urne U, et on note le nombre a qu’elle porte, puis on la met dans I’urne U, ensuite

on tire une boule de 'urne U, et on note le nombre b qu’elle porte ».

On considére les évé
% L’événement A «la boule tirée de ’urine U, porte le nombre 1 »

@,

s L’événement B « le produit ab est égal a 2 »

1..

a. Calculer P(A) 1a probabilité de PEVENEMENt A . ...........o.vevereevereersaesesarecsinseseseeseesseneeeen, (0,5)

1¢° méthode ( en utilisant ’arbre ) :

la boule titrée de I'urne U1 porte puis la boule tirée de l'urne U, porte

le nombre a le nombre b

0 0 puis 0 : possibilité ( ou éventualité ) branche n° 1

1
£
6 1 0 puis 1 : possibilité ( ou éventualité ) branche n° 2

0
[ 2
[
[
[
|
[

2 ry 2 0 puis 2 : possibilité ( ou éventualité ) branche n° 3
6 :— 1 1 puis 1 : possibilité ( ou éventualité ) branche n° 4
1 <
6 2 S ]
r} 2 1 puis 2 : possibilite ( ou éventualite ) branche n° &
1 3
6 - 1 2 puis1 : possibilité ( ou éventualité ) branche n° 6

6 2 2 puis 2 : possibilité ( ou éventualité ) branche n° 7
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% L’événement A «la boule tirée de ’urine U, porte le nombre 1 »

D’aprés Parbre : I’événement A « la branche n°® 4 ou la branche n° 5 »
Donc:p(A)=§><4+3 E 3x i+E =§><1=l
6 6 6 6 6 \6 6/ 6 2

Conclusion :

Rieme méthode :

La boule tirée de I’urine U, porte le nombre 1.
On a : Purine U, contient 6 boules dont 3 boules portent le nombre 1 donc sa probabilité est 3

et puisque on ne s’intéresse pas au nombre de la boule tirée de ’urine U, donc la probabilité de
la boule tire de ’urine U, est 1 (événement certain)
3 1

Conclusion : [JUN =%x1 ===

b. Montrer que : p(B) = % . (on peut utiliser I’arbre des possibilités ) ............cccccvuvuiniinnnnnne (0,5)

1¢° méthode ( en utilisant ’arbre ) :

« L’événement B « le produit ab est égal a 2 »

D’aprés Parbre : L’événement A « la branche n° 5 ou la branche n° 6 »
3.2.1.3 3 21)13111

Donc : p(B)=EXE+EXE=EX[E+ .

Conclusion :

2itme phéthode :

Ou encore B «la 1 boule porte tirée de I’urine U, le nombre 1 et la 2™ boule tirée de I’urine

276 2 2 4

U, porte le nombre 2 ou la 1°° boule tirée de ’urine U, porte le nombre 2 et la 2™ boule tirée

de ’urine U, porte le nombre 1 »

La 1 boule tirée de ’urine U, porte le nombre 1 sa probabilité est %: (A) etla 2°m
boule tirée de ’urine U, porte le nombre 2 sachant que la 1 boule met dans ’'urne U,

porte le nombre 1 sa probabilité est % donc %x% .

La 1 boule tirée de ’urine U, porte le nombre 2 sa probabilité est % et la 2™ boule tirée

de I’urine U, porte le nombre 1 sachant que la 1° boule met dans I’urne U, porte le nombre

2 sa probabilité est 3 donc 1xé
6 6 6

e la Ll SEhg o gx 1

Conclusion : |

66 6 6  6x6 36 gxd4 4

2. Calculer p(A / B) ; 1a probabilité de ’événement A sachant que ’événement B est réalisé . .......( 0,75 )

1¢° méthode ( en utilisant ’arbre ) :
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p(ANB)
p(B)

% L’événement AN B «( La 1°¢ boule tirée de I’'urine U, porte le nombre 1) et (le produit ab est

% On sait que : p(A/B)=

égala2 )»
D’aprés Parbre : L’événement A "B «la branche n° 5 »
3 2

p(AmB):Exg=—x§
(AnB) ;

, p(AnNB) ¢ 4 2

DOUIP(A/B): p(B) T:EZE

4
Conclusion : p(A 2 B) = 2
p B) K]
2i¢me méthode :

e Calculons p(AﬁB) :

L’événement A NB « (la boule tirée de ’'urine U, porte le nombre 1) et (le produit ab est égal a 2) »
Ou encore AN B «(la boule tirée de I'urine U, porte le nombre 1) et la 2™ boule tirée de ’urine U,

porte le nombre 2 »
Ona:

% La boule tirée de ’'urine U, porte le nombre 1 sa probabilité est % .

< La 2™ boule tirée de ’urine U, porte le nombre 2 sa probabilité est %

3 2 1
D =—x—=—.
oncp(AmB) 6x6 p
3 2 1
Conclusion : p(ANB)=—x—=—
onclusion : p(ANB) il
(AnB) ;
p(ANB) ¢ 4 2
‘ol @ A/B)= =—=—=—
D’ou p( ) p(B) 176 3
4

e (0,25)
3

1¢¢ méthode ( en utilisant ’arbre ) :

% L’événement X =0 « le produit ab est égal a 0 »
D’aprés Parbre : L’événement X =0 «la branche n° 1 ou la branche n° 2 ou la branche n° 3 »

21 23 22 2 (1 3 2) 2 1
X=X X=X =+ = |[==x1=—
66 66 66 6 (6 6 6) 6 3

Conclusion :

a. Montrer que : p(X = 0) =

Donc : p(X= 0) =
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2i¢me méthode :
L’événement X=0 « (la 1 boule tirée de I’'urine U, porte le nombre 0) et (la 2“™ boule de ’urine
U, porte n’importe quel nombre »

La 1% boule tirée de I’'urine U, porte le nombre 0 sa probabilité est % .

La 2™ boule de ’urine U, porte n’importe quel nombre sa probabilité est g .

Donc : p(X:O):%x%:%-

Conclusion : .

b. Donner la loi de probabilité de X ( remarquer que les valeurs prises par X sont:0;1;2et4)(0,5)

1¢¢ méthode ( en utilisant ’arbre ) :

<% L’événement X=0 :ona: p(X = 0) = % ( question 3) a) )

< L’événement X=1 :
D’aprés Parbre : L’événement X =1 «la branche n° 4 »
34 1 2 1

Donc : p(X=1)=€xg=§x?=g

1
Conclusion : p(X = 1) = 3
% L’événement X=2 :

On remarque que X =2 est ’événement B donc p (X = 2) =p (B) = % .
% L’événement X =4 :

D’aprés Parbre : L’événement X =4 «la branche n° 7 »

Donc : P(X=4)=%x%=%x%=%

Conclusion : p(X=4)= %

X, 0 1 2 4 | total

iy
p(X-x) 5|5 [

% L’événement X=0 :ona: p(X = ()) = % ( question 3) a) )

% L’événement X=1 :
On aX=1 «(la 1¥¢ boule tirée de ’urine U, porte le nombre 1) et (la 2™ boule tirée porte le
nombre 1 »

La 1 boule tirée de ’urine U, porte le nombre 1 sa probabilité est % .

La 2™ boule tirée porte le nombre 1 sa probabilité est % (car la 1* boule tirée de ’urine U,



https://enseignementlibre.com/

Lien du site :  https://enseignementlibre.com/ Demmouisa

\ ANA ‘/“
Niveau: 2 P.C. +2 S.V.T B AC AO?% MATH session normale —corrigé page @

porte le nombre 1 on la met dans ’urne U, ).

4 1

p(X=1)=2xg=3

% L’événement X =2 : on remarque que X =2 est ’événement B donc p(X 2) p(B) _l

0

% L’événement X=4 :
Ona X=4 «(la 1 boule tirée de I’urine U, porte le nombre 2) et (la 2™ boule tirée porte le

nombre 2 »

La 1 boule tirée de ’urine U, porte le nombre 2 sa probabilité est % .

La 2™ houle tirée porte le nombre 2 sa probabilité est % (car la 1* boule tirée de ’urine U,

porte le nombre 2 on la met dans ’urne U,).

* p(X=4)=—x==—

X, 0y 1] 2 4 | total
mrjryry,
p (X = Xi) 303412
C. On considére les 6VENEMENTS & ........ociuiuiiuiiiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieitiiietteeeaeeeseteasasescncaes (05)

M « le produit ab est pair non nul » et N « le produit ab est égal a 1 »
On montrer que : les événements M et N sont équiprobables

1¢° méthode ( en utilisant ’arbre ) :
1
% L’événement N « le produit ab est égal 2 1 » ou encore N=(X=1) donc p(N)=p(X=1)= 3
% L’événement M « le produit ab est pair non nul »
D’aprés Parbre : L’événement M « la branche n° 5 ou la branche n°® 6 ou la branche n° 7 »
3213 13 1

1
D M)="x—+— — = == _
onc : p(M) p 6+6><6+6><6 36 (6+3+3) %63

Conclusion : p(M) =%

Remarque :

L’événement M « ( la branche n° 5 ou la branche n° 6 ) ou ( la branche n® 7 ) »
L’événement M « (X=2) ou (X=4)»

Donc: M=(X=2) ou (X=4)

D’ou : p(M)=p(( =2) ou (X= 4)) —+—= =

Done : p(M)=p(N) =3

2i¢me méthode :
% On calcule p(M) :

Ou encore M « (la 1% boule porte tirée de ’'urine U, porte un nombre impair ( ¢’est-a-dire 1)
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et la 2™ boule tirée de ’'urine U, porte un nombre pair ( c’est-a-dire 1) ou (la 1°" boule tirée

de ’urine U, porte un nombre pair non nul ( c’est-a-dire 2 ) et la 2“™ boule tirée de ’urine U,
porte le nombre impair ( ¢’est-a-dire 1) ou (la 1 boule porte tirée de I’'urine U, porte un
nombre pair non nul ( ¢’est-a-dire 2 ) et la 2™ boule tirée de I’urine U, porte un nombre pair (
c’est-a-dire 2 ) »

e La 1*¢ boule porte tirée de ’urine U, porte un nombre impair ( ¢’est-a-dire 1) et la 2™ boule

tirée de ’urine U, porte un nombre pair ( ¢’est-a-dire 1) donc sa probabilité est %x%= % .

La 1 boule tirée de ’urine U, porte un nombre pair non nul ( ¢’est-a-dire 2 ) et la 2™ boule

tirée de ’urine U, porte le nombre impair ( ¢’est-a-dire 1) sa probabilité est %x% = % .

La 1°¢ boule porte tirée de ’urine U, porte un nombre pair non nul ( ¢’est-a-dire 2 ) et la 2™

boule tirée de I’urine U, porte un nombre pair ( ¢’est-a-dire 2 ) sa probabilité est %x % = %

° Donc:p(M):ixE_l_lxé_,_lxé:E:l
6 6 6 6 6 6 6 3
% On calcule p(M :
N «le produit ab est égala1» On a: p(N)=p(X=1)=§

Donc : p(M) = p(N)
(o) I URI ) (B llles événements M et N sont équiprobables.

2 2
On considére la fonction numérique f définie sur ]0,+00[ par . (X) =2—-—+ (1 —In X) .
X

Soit (Cf) sa courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (o,_i',_j) (unité: 1cm ).

~2-2xl Inx)’
a. Veérifier que pour tout X€ J0,4+%[ : f(x)= 3 . I;XH( nx) et (0,25)

Ona: f(x):2—£+(1—lnx)2
X
= 2X_z+1—21nx+(lnx)2
X

B 23{—2+X—2Xlnx+x(lnx)2

X
B 3)(—2—2xlnx+x(lnx)2

X

3x—2-2xI Inx)’
Conclusion : \L1I R0 X€]0,+oo[ : f(x):w_

X
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2
. 2 Inx
b. Montrer que : lllg} X(ln X) =0.et lim u =0 (on peut Poser t =-~/X ..ccceeerreeerrriinneenn. (0,5)
X—>

X—>+00 X

o lim x(lnx)2 =0 .

T xo0t

1% méthode :

X0
on pose t= x/—:>t =X;
tH 0"

lim x(Inx)’ = lim t* (1n(¢*))

x—>0" t—0"
. 2
= tlilgl t (2 ln ))
. 2
= lim 4(tin(t))
=0 (tlnzl tint=0 proprlete)

. 2
Conclusion : L1111 X(ln X) =0 |
x>0

(i) =t () (n(5)’]
- tim (V5 (2m(5))

(
= lim 4(\/_ln\/;)2

x—0"
x> 0°
11m4 tlnt on pose t =+/x ;
t—0" t — 0+
=0 (llm tint= 0)
t—>0*
Conclusion : 1L} X(ln X) |
x—>0"
. (ln x)2
e lim 0
X—>+0 X
g In¢*)’ X0
lim (inx) = lim M ; | onpose t=+x = t*=x;
X—>+0 X X—>-+00 t2 t - 0+
2Int
i 20
X—>+®© t
2
= lim 4(111_t)
X—>+00 t
Int
=0 ; (car lim HT =0 propriété)
X—>+00
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Conclusion :

c. Déduire que : lim f (x) = —o0 , puis donner une interprétation géométrique du résultat. ......(0,5)

x—0"

o Déduire que : lim f (x) =—o0 :
x—0*

Ona: fim3x—2-2xInx+x(Inx)’ =-2 et limx=0"
— Cony e — x—0*

x—0"
> —0
2 —0

2
Donc limf(x) _ lim 3x—2-2xInx+ x(lnx)

x=0" x—=0" X

= —00

Conclusion : lim f(x) =—00 .

x—0*

o  Une interprétation géométrique du résultat

Puisque lim f (x) = —oo on conclue que la courbe représentative (C) de f admet une asymptote|

x>0

verticale d’équation x = 0 ( ou bien I’axe des ordonnées est une asymptote a la courbe|

représentative (C) ).

d. Calculer lim f (x) puis montrer que la courbe (Cf) admet une branche parabolique de direction

X—>+c0

I’axe des abscisses au VOISINAZE A€ oo cvevvivriiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieneiecnecernceens (0,75)
e Caleuler lim f(x) :
X—>+00
Ona:
2
lim2-——=2

lim f(x)= lim 2—£+(1—lnx)2=+oo; car <% X
X—>+00 X—>+00 X 2
lim 1-Inx =—00=> lim (1-Inx)" =+w

X—>+00 X—>+00

Conclusion : g f(x) =+

X—>+0
La courbe (Cf) admet une branche parabolique :
3x—2-2xInx+ x(ln x)2
f(x)

On calcule lim —Z = lim X
X+ X X—>+00 X

3)(—2—2xlnx+x(lnx)2

= lim
X—>+00 XZ
' )
lim X729
) x40 Y
-2 1 Inx 1
= lim 3X2 X ( ) =0 ;car - lim > = 0 ; (propriété)
X400 X X X X+ X
. (lnx)2 .
lim ——=0 ; question 1) b)
x>+ X
- T(x)
D’oii : lim f(x)=-+oo et lim ——==0,
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Conclusion :J RN (Cf) admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses

( ou une branche parabolique de direction la droite d’équation y = 0 ) au voisinage de +00 |

(1—x+xlnx)

2. Montrer que pour tout X€ ]0,"'00[ 3 1'(x)= 2

............................................. (0,5)

2
X

< La fonction : x— 2 — E est dérivable sur R donc elle dérivable sur ]0, +°°[ .
X

% La fonction : X InXest dérivable sur ]0, +°0[ .

< Donc la fonction x — f(x) =2- 2 + (1 —In x)2 est dérivable sur ]0, +°0[ .
X

Ona: f’(x)=(2—3+(1—lnx)2)

'

X

—0+21 +2(1-Inx) (1-Inx)
X

=Xi2 ZX[_—I](I—lnx)

X

2 1-Inx
Tz”"(x—z)
3 2(1—x+xlnx)
= =

2(1—x+xlnx)

Conclusion : (NI ES ]0,+00[ ; £'(x) = -
X

3. En exploitant le tableau de variations ci-dessous de la fonction f' de f sur ]0, +°0[ .

f'(x) N\ 7 pN (On donne B =4,9 )

a. Prouver que : f est strictement croissante sur ]0, +°°[ puis donner le tableau de variations de f. (0,5)
o fest strictement croissante sur ]0, +°0[ :

D’apreés le tableau de variations ci-dessus de la fonction f' de fsur ]0, +°°[
On déduit que :
< Pour tout x de ]0,1] on a f'(]O,l])=[0,+oo[ donc f'(X)ZO sur [0,1] .

% Pour tout x de [1,8] ona £'([1,B])=[L,f(B)]=[1:4,9] done f'(xX)20 sur [1,] .

% Pour tout x de [B,+oo[ ona f'([B,+oof)=[(B),+ec[ =]054,9] done £'(x)20 sur [B,+eo[ .
< Onremarque que f'(1)=0

< Donc pour tout x ]0,+[ ona f'(X)20 juste '(1)=0.

<» D’0ou : la fonction f est strictement croissante sur ]0, +°0[ .
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e Donner le tableau de variations de f :

X 0 1 +00

'(x) (R
00

/

'(x) f(1)=0
/
—0
b. Donner le tableau de signe de la dérivée seconde f" de la fonction f sur ]0, +°0[ reeer (0,5)

En exploitant le tableau de variations ci-dessous de la fonction f' de f sur ]0, +°0[ ona:

X 0 1 B +00
f '(x) 0 f' estdécroissante 0 f' estcroissante f(B) f' est décroissante
Signe def"(x) f" est négative 0 f"estpositive f"(B)=0 f"estnégative

o Lesigne de la fonction f'est:

% Pour tout x de ]0,1] ona: f'(X) 20 et décroissante sur ]0,1] donc sa fonction dérivée est f"(X) <0
sur [0,1] .

+» Pour tout x de [I,B] ona: f'(X) 20 et croissante sur [l,ﬁ] donc sa fonction dérivée est f"(X) 20
sur [1,[3] .

<+ Pour tout x de [1, +00[ ona: f'(X) 20 et croissante sur [1,+oo[ donc sa fonction dérivée est
£"(x)20 sur [1,+o .

< Juste f"(1)=0etf"(B)=0.

< d’aprés tableau de variations de f'on a un maximum au point d’abscisses x, =3 donc

la dérivée def' (ou encore f" ) au point d’abscisses x, =B s’annule ou encore f"(B) =0.

c. Déduire la concavité de la courbe (Cf) en précisant les abscisses de ses deux points d’inflexions .. (1)

X 0 1 p +0
f '(x) 0 f' estdécroissante 0 f' estcroissante f(B) f' est décroissante
Signe def "(X) f" est négative 0 f"estpositive f"(B)=0 f"estnégative
Concavité / \ u m

Conséquence :

° La fonction f~ dérivée seconde de f s’annule en x, =1 et change de signe au voisinage

de x, =1.Ou encore la concavité de la courbe change au voisinage de x, =1 et f "(1) =0.
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Conclusion 1 : |11 I(l,f (1)) = I(l,l) est un point d’inflexion a la courbe (Cf) de f

La fonction f* dérivée seconde de f s’annule en X, =f et change de signe au voisinage
de x, =B Ou encore la concavité de la courbe change au voisinage de x, = et f "(B) =0
car f' admet un extremum ( maximum ) au point x, =P

Conclusion 2 : [ 01i 188 ] (ﬁ,f (ﬁ)) est un point d’inflexion a la courbe (Cf) de

4. La courbe (Cg) ci-contre est la représentation graphique de la fonction g : x> f (x) —X qui s’annule

en O etlavec a=0,3

Soit (A) 1a droite d’équation Y =X . 1
0 /\
-1 0 [q=03 1 2 3 4 5
-1
(cg)
-2
9x)=1(x)
. . i . 5] |9(x) =2~ . +(1- 111(.1‘))2 —
a. A partir de la courbe (Cg) déterminer '
le signe de la fonction g sur ]0, +°0[ . eeeereceeireeeieas (0,5)

e Lesigne de la fonction g est :
% Pour tout x de ]O,a[ on a : la courbe de g est située strictement au-dessous de ’axe des abscisses.
Donc Pour tout x de ]0,0,[ ; g(x) <0 .
% Pour tout x de ]a,l[ on a : la courbe de g est située strictement au-dessus de I’axe des abscisses.
Donc Pour tout x de g(x) >0.
+ Pour tout x de ]1,+oo[ on a : la courbe de g est située strictement au-dessous de I’axe des abscisses.
Donc Pour tout x de |1,+[ ; g(x)<0.

“ Pour x=a et x=1 la courbe de g coupe I’axe des abscisses donc g(l) =0et g(a) =0.

D’ou le signe de g est donné par le tableau suivant :

X 0 o 1 +00
Signe de g(X) - 0 + 0 -
Signe deg(x) g est négative 0 g est positive 0 g est négative

b. Déduire que la droite (A) est en dessous de (Cf) sur lintervalle [Ot,l] et au-dessus de (Cf) sur les
intervalles [0,0] €€ [LA400] ..ottt (0,5)

e La position relative de (C) et la droite (A) est :
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Sur ]0,a] et [1,4+[ ona:g(x)=f(x)-x<0 donc f(x)<x La courbe (Cf) de f est située au-dessous

de la droite (A) sur chaque des intervalles ]O,a] et [1,+oo[.

Remarque : on peut donner la conclusion sous forme d’un tableau

X 0 o 1 +00
Le signe de
g(x)=f(x)—x - 0 + 0 -

(Cf) est au-dessus de (A) (Cf) est au-dessous de (A)
(Cf) et (A) se coupent
au point d’abscisse B(a,f(a)) = B(oc,a)

Position relative (C f) est au-dessous de(A)
C A

del (Of) et ( ) (Cf) et (A) se coupent|

sur 0, +oo] au point A (1,f(1))=A(1,1)

5. Construire la courbe(Cf) et la droite (A) et dans le repére (0,'{,']") (on prendra

00,3, BR4,9 et F(B)=1,9 ). oo (1,5)

Ela partié du plan a calculer son aire

' [
N | I S —— | S S | N S T
¥ i V T i T v T i T

' ' ' ' '

i ] i
_____________________________________________________________________________________________________________________
' ' ' I

] ]
————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

—————————————————————
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a. Vérifier que la fonction x— 2x —xInx est une primitive de la fonctionx—~ 1—Inx sur [Ot,l] «..(0,5)
= On vérifie :
Pour cela on montre que : H'(X) = h(X) avec : H(x)=2x—-xInx et h(x)=1-Inx
Ona: H'(X) = (2x—xlnx)'

=2—((x)'lnx+x(lnx)')=2—(lnx+xx1)=2—lnx—1=1—lnx=h(x)
X

Donc H'(X) = h(X) .

WD H : x> 2x—XxInX est une fonction primitivede h : x> 1—Inxsur [(1.,1] d

1 2
b. En utilisant une intégration par parties montrer quej (1 —In X) dx=35 (1 - Ot) + (1(4 —In Ot) Ina (1)
a

On utilise la disposition suivante :

—u(x)= (1-Inx)’ w(x) =2(1-1nx)'(1-Inx) ==2x—(1-Inx)
(1Y )N - ¢(3)
V'(x)=1

)
1(1-1)’ - a(1-Ina)’)+ 2[ (1-Inx)dx

D’m‘l:J x(1-Inx)’ |:xx (1-Inx) } j/{ ;1 lnx)
(1
~1-

a(1-la) +2[2x-xInx],
=1-a(1-2ma+(Ina)’)+2((2x1-11)- (2a-alna))
=1—a+2alna—a(lna)2+4—4a+2alna
=5—50.+4(11n(1—(1(ln0.)2
=5(1—a)+a(lna)(4—lna)
I:(l—lnx)zdx=5(1—a)+a(4—lna)ln(x

Remarque :
On peut utiliser la disposition suivante :

u(x)= (1-Inx) w(x)=-1
(1) 2 (2) N (3) puis on continue les calculs.
V'(x)=1—lnx v(x)=2x—xlnx

Déduire en fonction de OL I’aire de la partie du plan délimitée par la courbe (Cf) et ’axe des

Conclusion :

g

abscisses et les droites d’équations X =0 et X =1. ....ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieeee e eeiaaees (0,75)
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La surface demandée a calculer en cm? est :

(j:|f(x)|dx) x |F||x “j” = (I:f(x)dx) x |F||>< ”j" cm’ (car la fonction est positive sur [a,1])

(022 mmey Jox st om (car [i=[f <1 em)

2
= J'] (2 — —)dx + Il (1 —In x)zdx cm’ ; (question précédente)
(o] X (o]

= 2[x—lnx]; +5(1-a)+a(4—Ina)lna cm’

=2(1-0)-2(a—-Ina)+5(1-a)+a(4-Ina)Ina cm’
=7(1—a)+(2+a(4—lna))lna cm’
=7(1-a)+(2+4a-alna)na cm’

(o0 iU ) Ella surface demandée est 7 (1 - a) + (2 +4a—aln a.) Ina cm?.

a. Montrer par récurrence que : o <u_ <1 pourtoutnde N . ..., (0,5)

On note la relation : a.<u_ <1 par (1)
e On vérifie que la relation (1) est vraie pour n=0.
ona:u € ]a,l[ donc o <u, <1 d’ou la relation (1) est vraie pour n=20.

e On suppose que la relation (1) est vraie pour n de N, ou encore o <u_ <1 est vraie pour n de N
( hypothése de récurrence ) .

e On montre que : la relation (1) est vraie pourn+ 1. (ou encore a démontrer que a<u_. <1)

n+1
d’aprés hypothése de récurrenceona: a<u, <1 .

Donc: a<u, <1= f(a) < f(un) < f(l) ( car la fonction est croissante sur [0!.,1] eta<u <1).
<1 u,, = f(un) et f(1)=1etf(a)=a puisque (Cf) coupe (A)

d’équation y =x aux points d’abscisses x, =1 etx, =a

—>a<u

D’ou : la relation (1) est vraie pour n+1.

(&) N IID 0 Bl aprés le principe de récurrenceona:a<u, <1 pour toutnde N .

b. Montrer que la suite (un) est croissante (on peut utiliser la question4 )b -. .......ccccceevieeee. (0.5)

Pour cela on montre que : u, <u_,, pour toutnde N (ouencore u,_,—u, >0 pour tout nde N)

Soitnde N, on pose Xx=u_ etonau, € ](x,l[ car a.<u, <1 (question précédente)

D’aprés le résultat de la question I1 ) 4) b -) on a : | BEREIN T RS T TISETEG ST 8 BRI TS (A)
sur I’intervalle ](1,1[ N donc pour tout x de]a,l[ ona :f(x) =X.

ou encore pour toutx : a<x<1ona: f(x)Zx

Doii: x=u, € o, 1[=f(x)2x
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:>f(un)2u

N ;(unzxeta<un<l)

:>un+12un 5 (un+1:f(un) )

Donc: u , 2u,

Conclusion : [ERIITE (lln) est croissante .
c. En déduire que la suite (un ) est convergente et calculer la limite . ...............coocoiiiiiiain. (0,75)

= En déduire que (un) est convergente.
Ona:

e La suite (un) est croissante.
e La suite (un) est majorée par 1 ( puisque a<u,  <1).

e D’aprés une propriété la suite (un) est convergente .( sa limite est { avec £€R )

Conclusion : [EEJI111S (un) est convergente .

= On détermine sa limite :

« Lasuite (u,) estdelaforme u,,, =f(u,).
o La fonction f est continue sur |, 1[ (car f est dérivable sur |0,+%] ) et
f(Jau1[) = JF (), £ (1)] =] 1] done £(Je1[) < Jou 1]
( car f([a,1])=[f(a),f(1)]=[o,1]cT=[a,1] (car fest continue et croissante sur [a,1] et
f(1)=1etf(a)=a)).
* Ona: uoe]a,l[.
Donc : La suite (u, ) est convergente vers { avec L€ R .
Donc € est solution de I’équation : xeI=[a,1] ; f(x)=x(d’aprés une propriété )
Pour résoudre équation f(X)=X sur Pintervalle [a.,1] on étudie Pintersection de Ia courbe (C;)
et Ia droite (A) d’équation y = x sur [a,1] .
D’aprés la question I1)4) b-) on a ((C,)coupe (A) aux points d’abscisses x=a etx=1 ).
On cherche la solution qui convient parmi X = o ou bien x =1 (car les deux appartiennent 4 [a.,1])
« Lasuite (u, ) est croissante donc : u, <u, <u, <...<u, etu, ]o,1[ (donc a<u,) d’oi:

a<u,<u, et u, €], parsuite o <u,donc tous les termes u, de la suite (un) sont supérieurs a
a .

e  Par conséquence : la limite de la suite est strictement supérieure a o, d’ou X = O ne convient pas
donc la solution qui convient c’est X=1.

Alors la solution de I’équation précédente qui sera la limite de la suite (un) test x=1=¢

Conclusion : JITIRINESD ¥ E ﬂ
n—>+co
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